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11. Ubungsblatt fiir Track Al zur Vorlesung
Entwurf und Analyse von Algorithmen, WS 13/14

Abgabe: Bis Freitag, 17.01.2014, 12:00 Uhr, Kasten im Treppenhaus 48-6.

Wir wﬁnsc'hcn en fvohcs und wfobwiches ;7ch’ 2019.,’

Der Fehler der Woche

[Nach Betrachtung einer Prozedur.|
Alles nur konstante Laufzeit, da keine Schleifen.

Was ist falsch?

Basisaufgaben

B1/2: Engstellenoptimale Spannbaume 2+3 Punkte

Sei G = (V, E,g) ein gewichteter Graph und 7' = (V, E’) ein Spannbaum von G. Wir
bezeichnen die Kante

“(T) :=
e’(T) := argmax g(e)
als Engstelle von T und entsprechend
“(T) :=
g"(T) := max g(e)

als Engstellengewicht von T'. Unter allen Spannbédumen von G nennen wir die mit mini-
malen Engstellengewichten ¢*(_) auch engstellenoptimale Spannbiume.
B1: Seien G ein (beliebiger) Graph und T ein Spannbaum von G. Zeigen oder widerlegen
Sie:
T engstellenoptimaler Spannbaum = T minimaler Spannbaum.
B2: Seien G ein (beliebiger) Graph und 7" ein Spannbaum von G. Zeigen oder widerlegen
Sie:

T minimaler Spannbaum = T engstellenoptimaler Spannbaum.
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B3: Durchmesser von Graphen 3 Punkte

Zur Erinnerung: Der Durchmesser eines (Di)Graphen G = (V, E) ist definiert als

d(G) := max {dist(u,v) | u,v € V} ,
wobei dist(u, v) in unmarkierten (Di)Graphen die Anzahl Kanten auf einem (nach Kan-
tenzahl) kiirzesten Weg von u nach v ist.

Entwerfen Sie einen Algorithmus, der in Zeit O(]V|?) den Durchmesser eines beliebigen
(Di)Graphen findet. Beweisen Sie die Korrektheit und Laufzeitschatzung Ihres Entwurfs.

B4: Algorithmus von Prim 4 Punkte

Beschreiben Sie, wie PRIMs Algorithmus (Seite 199) moglichst effizient implementiert
werden kann, und bestimmen Sie anschlielend die Worst-Case Laufzeit (in O-Notation)
Ihrer Implementierung (als Funktion der Anzahl Knoten und Kanten des verarbeiteten
Graphen).

Hinweis: Eine moglichst effiziente Implementierung muss darauf achten, dass die billigste
kreuzende Kante schnell bestimmt werden kann.
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Aufbauaufgaben

32. Aufgabe 2 Punkte

Gegeben sei ein markierter Digraph G = (V, E,r) mit r : E — [0,1] C R. Wir inter-
pretieren die Kanten e € E als Leitungen eines Kommunikationsnetzwerks und deren
Markierung als die Zuverldssigkeit der entsprechenden Verbindung (Kante), indem wir
r(e) als die Wahrscheinlichkeit dafiir auffassen, dass eine Kommunikation iiber Verbin-
dung e nicht scheitert. Dabei nehmen wir an, dass alle Wahrscheinlichkeiten unabhéngig
voneinander sind.

Entwerfen Sie einen Algorithmus, der in Zeit O(]V|?) die verlisslichste Verbindung zwi-
schen zwei gegebenen Knoten berechnet.

33. AUfgabe 2 Punkte

Sei G = (V, E) mit V = [1..n] ein zusammenhéngender Graph mit Markierungsfunktion
g : E — R — man beachte den kleinen, aber wesentlichen Unterschied zu den bisher
betrachteten Markierungsfunktionen — und s € V fest.

Der notationellen Einfachheit definieren wir eine auf beliebige Knotenpaare erweiterte
Gewichtsfunktion i : V x V' — R U {oo} so:

0 =17
h(i,j) = q9({i,j}) ,i#in{i,jtek . (1)
00 , sonst

Nun sei fiir 4, j € [1..n] folgende Rekursionsgleichung gegeben:

h($7j) 7Z:1

. 2
mink’e[l..n} BS(Z -1, k) + h(kvj) , sonst ( )

B (i,5) = {

Zeigen Sie: Wenn G keine Kreise mit negativem Gesamtgewicht hat, so 16st Bs das
SSSPP fiir G und s, das heifit Bg(n,t) gibt die Linge eines kiirzesten Weges von s nach
t an.

34. Aufgabe 4 Punkte

Wir betrachten folgenden Algorithmus zur Berechnung eines minimalen Spannbaumes:
Wie in KrRUSKALs Algorithmus konstruieren wir den Baum, indem wir Kanten in einen
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Wald von Teil-Spannbadumen einfiigen. Dabei gehen wir in Phasen vor, wobei wir in jeder
Phase mehrere Kanten einfiigen. Im Detail suchen wir in jeder Phase fiir jeden vorlie-
genden Teil-Spannbaum die kiirzeste Kante, die ihn mit einem anderen Teil-Spannbaum
des Waldes verbindet. Dann fiigen wir all diese Kanten in den zu konstruierenden Baum
ein (dieses Vorgehen ist als BORUVKAs Algorithmus bekannt).

Zeigen Sie, dass BORUVKAs Algorithmus einen minimalen Spannbaum konstruiert, wenn
alle Kantengewichte paarweise verschieden sind. Beschreiben Sie detailliert, wie BORUV-
KAs Algorithmus moglichst effizient implementiert werden kann und bestimmen Sie an-
schliefilend die Worst-Case Laufzeit (in O-Notation) Ihrer Implementierung (als Funktion
der Anzahl Knoten und Kanten des verarbeiteten Graphen).

35. Aufgabe 2 +3+5 Punkte

Erinnern Sie sich noch an die Enten aus Aufgaben B4.4 und 10 (Blatt 4)7 In dieser
Aufgabe wollen wir untersuchen, wie wir die damals auf einer Modellierung mit Arrays
basierenden Algorithmen mit seitdem gewonnen Erkenntnissen ausstechen koénnen.

a) Modellieren Sie das Szenario mittels (Di)Graphen; beriicksichtigen Sie dabei die
weiteren Teilaufgaben!

Wie losen Sie Aufgabe B4.4 in diesem Modell?

b) Entwerfen Sie einen Algorithmus im Modell von a), der das Problem aus 10a) 16st.
Begriinden Sie die Korrektheit des Algorithmus und analysieren Sie seine Laufzeit!

c) Entwerfen Sie einen Algorithmus im Modell von a), der das Problem aus 10b) 16st.
Begriinden Sie die Korrektheit des Algorithmus und analysieren Sie seine Laufzeit!

Hinweis: Das zugrundeliegende Problem ist in der Graphtheorie als Graph Connec-
tivity bekannt.

36. Aufgabe 2 Punkte

Fiir einen Digraphen G = (V| E) ist seine transitive Hiille der Digraph G’ = (V, E’) mit
e = (u,v) € E' genau dann, wenn es in G einen gerichteten Weg von u nach v gibt.

Sei ein Digraph G = (V, E) gegeben und A dessen Adjazenzmatrix. Wie kénnen Sie durch
Potenzierung der (ggf. modifizierten) Matrix A die transitive Hiille von G berechnen?
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